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Projektivni geometrie

Uvod do projektivni geometrie, reprezentace a zapis
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bod ve 2D prostoru budeme znaéit x € R?
bod ve 3D prostoru budeme znacit X
ptimka ve 2D prostoru n

pfimka ve 3D prostoru O

rovina ve 3D prostoru ¢, ¢

Metody Poéitatového Vidéni (MPV) - 3D poéitatové vidéni

2/31



Projektivni geometrie

Vektorové reprezentace pak budou nasledujici:

bod v rovin& x = [u,v]", nebo x = [x,y]”,

bod v prostoru X = [x1, X2, x3]T nebo X = [x,y,z]",

pfimka n = [a, b, c] "

Geometrické entity budeme uvaZovat jako sloupcovy vektor,
ndsobeni matice timto sloupcovym vektorem zprava ma vysledek
opét sloupcovy vektor.
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Homogenni reprezentace
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» bod v rovin& (R?) je reprezentovany vektorem o velikosti 3
pridanim t¥eti soufadnice w (homogenni soufadnice) a
vznika vektor v (R3)

» pro w =1 [a, b,1]7 i viechny body [x1, x2, x3] " vzniklé jako
k[a, b,1]T v IP? reprezentuji stejny piivodni bod v
nehomogennich soufadnicich v R?

» [a,b]" zpét ziskdme ho jako [x1/x3,x2/x3] .

Pozn. pro vy3&i dimenze plati také, nap¥. pro R® a w=1 [x, y, z, 1]
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Projektivni prostor P?

» pfimka v roviné je reprezentovana obecnou rovnici p¥imky:
ax+by+c=0

» zména parametr( a, b a ¢ ndm urluje odlidnou pfimku ...
ptirozené pak pfimka mize byt vyjadfena vektorem
n=I[ab,c]"

» déle vime, %e bod v roving x = [x,y]T (R?) lezi na p¥imce
n=J[ab,c]” ©ax+by+c=0

» podminka Ize zapsat jako skalarni soutin [x,y,1][a, b,c]” =0

» pozorujeme, Ze pro k, kdy [kx, ky, k] je zmin&na podminka
také spln&na < [x,y,1][a, b,c]T =0
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Projektivni prostor P?

» podobné vztah pfimka <> vektor ... rovnice pfimky
ax + by +c =0 a (ka)x + (kb)y + (kc) = 0 jsou stejné — ale
odligny vektor

» tento vztah ekvivalence je zndmi jako homogenni vektor

Definice
» vSechny vektory liSici se pouze v méfitku predstavuji jednu
t¥idu prvki
» mnoZina viech téchto t¥id prvki v R® —[0,0,0]" tvo¥i
projektivni prostor P2
» vektor [0,0,0]” nekoresponduje 24dné p¥imce a je z prostoru
vyjmut
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P¥imka a bod

» priisetik dvou pfimek n a n’ je ddn vektorovym soudinem:
/
nxn

» bod x = [x1,x2,0] " pat¥i do P?

» jeho nehomogenni soutadnice v R? tedy [x1/0,x2/0] T — bod,
ktery v roviné ma nekone¢né soutadnice ... bodu ¥ikdme Ideal
Point - bod v nekone¢nu

» takovyto bod je vlastné priise¢ikem dvou rovnobéznych p¥imek

» vSechny body v nekonecnu lezi na jedné "pfimce v
nekone¢nu”[0,0,1]7

Podobné odvozeni nalezneme pro zapis prisecikli dvou p¥fimek,
nebo pro ziskani pfimky spojenim dvou bodd.
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Shrnuti

» bod x le#i na p¥imce | pokud xT1 =0
» priise¢ik m dvou p¥imek n a n’ (i rovnob&znych) je dan
vektorovym soucinem: m = n x n’ (rovnob&?né p¥imky maji
prisetik bod v nekoneénu)
» p¥imka n spojujici dva body m a m’ je analogicky: n = m x m’
Pozn.
Zavedeni projektivniho prostoru je uréeni néjakého popisu pro
perspektivu
Geometrické objekty jako je bod, pFimka a rovina jsou zapisovany
vektorové
Potom vztahy mezi témito objekty je moZné zapisovat jednoduseji
neZ kdyby se zapisovaly v nehomogennich souFadnicich
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Model pro projektivni rovinu a princip duality

» body v P? jsou paprsky v R3 ... mnoZina véech vektor(i
x = k[x1,x0,x3]T s mé&nicim se k formuje paprsek, ktery
sméfuje ze stfedu promitani

» analogicky pfimka v prostoru P> odpovida rovin& v R3
prochdzejici stfedem projekce

» obdobné& dva odligné paprsky uréuji zminénou rovinu stejné
jako dva odligné body urtuji R? p¥imku

» obricené ... dvé p¥imky maji spole¢ny bod - prisecik a tedy
dvé& roviny maji spole¢ny prisecik ... paprsek
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Poznamka: je projektivni zobrazeni roviny do roviny

» body leZici na spoletné pfimce jsou transformovany na p¥imku
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Definice

Projektivita je invertibilni mapovani h bodii v P2 (tedy
homogennich 3 x 1 vektorii) do samého prostoru P? < t¥i body
X1, X2 a x3 lezici na spole¢né pfimce jsou mapovany na body h(x1),
h(x2) a h(x3), které lezi také na spole&né p¥imce.

Poznamka. Projektivita je také nékdy nazyvana kolineace,
projektivni transformace, nebo homografie. Tyto oznaleni jsou
synonyma.
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Dusledek

Mapovani h : P2 — P? je projektivita pouze a jen, existuje-li
nesinguldrni matice H, 3 x 3, (det(H) # 0), pro kterou plati, Ze
n&jaky bod v IP? reprezentovany vektorem x Ize transformovat jako
h(x) = Hx (projektivni transformace).
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Zapis projektivni transformace

» projektivni transformace je dana jako:

X1 hi1 hi2 hiz| [x
X = [h1 h hs| |x (1)
x5 hs1 h32 h3z| |x3

» je to linedrni transformace homogenniho vektoru nesingularni
3 x 3 matici H

» matice H m3 8 stupiili volnosti — pomériim dvojic 9 prvki
matice

» nasobeni matice konstantou k neméni definovanou
transformaci a konstanta predstavuje pouze méFitko

» H je jednoznacné uréena Ctvefici sobé korespondujicich bodi
nebo p¥imek v obecné pozici
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Shrnuti

» kolinedrni body (body leZici na spoletné pfimce) jsou op&t
transformovany na kolinearni body

» nékolik riznob&Znych p¥imek se spole¢nym priseéikem jsou
transformovany opé&t na riiznob&zné pfimky s jednim
spole¢nym priseéikem

» potadi kolinedrnich bodil je zachovano (viz pozdé&ji)

» bod x je transformovan na bod x’ tak, Ze: X' = Hx

» ptimka | je transformovan na pfimku I tak, ze: I' = H~ Tl

Prikladem takového transformace poFizeni stejné scény riiznym

fotoaparatem, nebo pfiblizeni (ZOOM), nebo pooto&eni kamery
(ve stFedu projekce, viz ddle), nebo vie najednou.
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Uréeni 2D projektivni transformace

» 2D homografie je ddna mnoZinou bodii x; v prostoru P? a
mnoZinou korespondujicich bodi ve stejném P2

» nalezeni takovéto transformace z x; <+ x; znamend uré&it
matici H tak, Ze plati Hx; = x{ pro kaZdé /.

» minimdlni polet potfebnych bodl <+ poltu stupfil volnosti
hledané transformace ... obecna projektivni transformace ...
3 x 3 matice (9 prvki) ale 8 stupfii volnosti

» 1 bod ma dva stupné volnosti, tedy soufadnice (x,y) — &tyfi
body a korespondenty
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» x; a Hx; nejsou stejné vektory, ale maji stejny smér a lisi se
pouze velikosti, viz obrazek

» pro jeden bod (korespondujici par) vztah Hx; = x{ uruje
soustavu 3 linedrnich rovnic (s pravou stranou) (¥eeni pres
Cramerovo pravidlo)

> pak miiZeme p¥epsat jako vektorovy sou&in x; x Hx; =0 a
pak:

yl-/h?’TXi — W;h2TXi
x, x Hx; = | w/h1Tx; — x'h37x; (2)
X;hzTXi — y,'/thXi
» h!7 je vektor odpovidajici prvnimu ¥adku matice H

» transformovany bod (tedy x}) je v homogennich soutadnicich
znaten x; = (x/, y!, w)
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Maticovy zdpis soustavy linedrnich rovnic pak pfepisem ziskdme
jako:

T I T 1T 1

0 —wix;  YiX{ h
wix] 07 —xx/| |n*]| =0 (3)
—yixI xIx] 0o’ h3

» pro bod i oznadime soustavu jako A;h = 0, kde vektor h je
sloupcovy vektor 9 x 1 sloZeny ze tfech ¥adkd matice H

» ze 3 rovnic jsou jen dvé& linedrn& nezdvislé; 3. rovnice je
pFe-ndsobeny soulet prvni a druhé rovnice = 3. ¥adek lze

vypustit:
T 1T Iy T h
S o 2l () =0 4)
w;X; 0 —X;X; h3
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> tfeti homogenni soufadnice promitnutého bodu (w/) mize byt

zvolena w! = 1 jsou m&Feny v obraze, jina volba je také mozn3
» Fesime soustavu rovnic Ah = 0 v p¥ipad& pro 4 body kdy je
rank(A) = 8, pak existuje jedno FeZeni odpovidajici pravému
nulovému prostoru
» méFitko mizZe byt zvoleno tak aby ||h|| =1

» Casto volime vice bodil (n > 4) a matice A ma pak p¥islusny
rozmér 2n x 9

T nT Iy T Iy T 7
0 —WiX;  Yi1Xg
wix{ 0T —xqx{ | /pl
: : : h’>] =0 (5)
T I T I T 3
0 —WpXp YnXn h
wixl0F " kT
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» v praxi m&Feni obsahuji chybu (3um) a tak ziskana soustava je
pre-urend, tedy neexistuje Yeseni rank(A) > 8

» pak hleddme takové Fedeni, které minimalizuje chybu ||Ah||

» pro tento Gel pouzijeme SVD rozklad (singular value
decomposition)

» pak A = UDVT a hledané ¥eeni h je posledni sloupec matice
V odpovidajici nejmendimu vlastnimu &islu (pravy nulovy
prostor matice A)
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Vlastnosti projektivni geometrie

» Nevlastni bod (vanishing point - (b&Znik)

P nevlastni body lze nalézt v bé&Zzném Zivoté, nap¥. dlouhé rovné
koleje se v oku (obrazku) sbihaji

P koleje jsou rovnobézné, v 3D prostoru se protnout nemohou

» projektivni transformace v3ak v obraze tyto dvé pfimky
zdanlivé pribliZzuje

P tento zdanlivy priselik je obrazem nevlastnich bodii téchto
pFimek
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Definice

Nevlastni bod je limit projekce néjakého body, ktery se pohybuje
po libovolné prostorové pfimce do nekoneéna.

» ukazka projekce dvou rovnobéZnych prostorovych p¥imek a
jejich prasecik

» je moZné pouze z informaci z obrazku uréit pocet prazcl
odspodu obrazku az ke vliaku?

P jak urdit vzdalenost vlaku pokud vime, Ze vzdalenost prazcii je
0,806 m?
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Nevlastni p¥imka, (vanishing line - (ib&Znice)
P nevlastni pfimka je p¥imka v obraze tzv. priise€nice dvou
(vech) rovnobé&znych prostorovych rovin
» nebo jako pozice v8ech nevlastnich bodi vSech p¥imek leZici v
jedné prostorové roving
» napt. horizont ... pohled na oteviené mote ... rovnobézné

prostorové primky bé&Zici po hlading se na horizontu protinaji

P pak tyto priseliky jsou obrazy nevlastnich bod{ a horizont
obraz nevlastni pfimky
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Dvojpomér (cross ratio)

» dvojpomér je &islo, které charakterizuje pomér délek dseki
mezi &ty¥mi kolinedrnimi body (body na jedné prostorové
primce)

> tyto Etyfi kolinedrni prostorové body R,S, T a U definuji
dvojpomér jako:

IRT]|SU| Ps o
R S T U

RSTU] = - 1221

(RSTUL = Ru1 571 © N

véEn
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» dvojpomér je invariantni kolineaci

» dvojpomér je invariantni perspektivni transformaci

s

L
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1D projektivni soutadnice

» mé&jme n&jaké CtyFi (t¥i) body néleZici prostorové p¥imce

» jsou promitnuty do obrazové roviny n&jaké kamery (kolineace)

> pak v této kamere plati stejny dvojpomér, jako v plvodni
ptimce

» predpoklddejme, Ze posledni (¢tvrty) bod je (ib&znik, ktery v
obraze ma koneénou soufadnici

» tento fakt ndm umoZiiuje mé&¥it o obraze bez dalSich znalosti
projektivni transformace

y

Py e

N
[ arril ar
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|PsoPr| |PoP]
|PoPy| |PooP]

[P] = [PscPoPiP] = (7)

» P, - je potatek zvoleného soutadného systému [Po] =0

v

P - pracovni bod, jeho soufadnici v prostoru chceme urdit
» P - je bod urlujici m&Fitko, mizeme zvolit [P;] =1 nebo z
velikosti zndmého objektu (umist&ny v daném smé&ru osy).

» P - pomocny bod (nevlastni bod dané prostorové pfimky -
osy) [Pso] = £00

Metody Poéitatového Vidéni (MPV) - 3D poéitatové vidéni 28 /31



\POOP/] |PoP]
PoP] |PrcP] ®

[P] = [PscPoPP] =
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2D projektivni souradnice

P rozsifenim muiZeme zavést mé¥eni ve dvou na sebe kolmych
osach (2D Euklidovsky prostor)

» umoZiiuje ndm mé&¥Fit podél prostorové roviny (nap¥. podlaha)
za pomoci jeji projekce do obrazu bez dal3i znalosti (kalibrace

kamery aj.)

Py
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» soufadnice (x,y) libovolného bodu této prostorové roviny se
analogicky uréi jako:
['DX] = [PxooPOPxIPx]
[Py] = [Pyoc PoPyi Py]
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